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Propomos a correc¸a˜o, por um fator adimensional, do termo quadra´tico na velocidade da forc¸a de arrasto de
Oseen para que ela seja usada na determinac¸a˜o do coeficiente de viscosidade da glicerina atrave´s da medic¸a˜o da
velocidade terminal de esferas em queda dentro do fluido. Esse fator incorpora o efeito da parede do recipiente
sobre o movimento das esferas, analogamente a` correc¸a˜o da forc¸a de Stokes pelo fator de Ladenburg, e permite
compatibilizar a forc¸a de Oseen com os dados experimentais do coeficiente de arrasto ate´ nu´meros de Reynolds
pro´ximos a 30. Admitindo uma relac¸a˜o de proporcionalidade entre esses fatores, o coeficiente de viscosidade passa
a ser o coeficiente linear na relac¸a˜o entre a viscosidade que seria obtida se fosse considerada apenas a forc¸a de
Stokes e o produto da velocidade terminal pelo diaˆmetro das esferas. A experieˆncia com esferas de ac¸o em queda
dentro de tubos de diferentes diaˆmetros forneceu valores para o coeficiente de viscosidade compat´ıveis com a
temperatura em que se trabalhou. Esse me´todo poˆde ser aplicado ate´ nu´meros de Reynolds da ordem da dezena,
relaxando a restric¸a˜o de se trabalhar com nu´meros de Reynolds inferiores a 0,5 na determinac¸a˜o da viscosidade
atrave´s do me´todo de Stokes.
Palavras-chave: Forc¸a de arrasto, viscosidade, nu´mero de Reynolds.
A correction to the term with quadratic dependency of the velocity in the Oseen´s drag force by a dimensionless
factor is proposed in order to determine the viscosity of glycerin through the measurement of the terminal velocity
of spheres falling inside the fluid. This factor incorporates the effect of the container´s wall over the movement of
the spheres, analogously to the correction of the Stoke´s force by the Landenburg factor, and permits to make the
Oseen´s force compatible with the experimental data for the drag coefficient up to Reynolds number near 30.
Admitting a proportionality relation between these factors, the viscosity coefficient turns into a linear coefficient in
the relation between the parameter that corresponds to the viscosity that would be determined if only the Stokes’
force was considered and the product of the terminal velocity by the diameter of the spheres. The experiment
with steel spheres falling inside tubes of different diameters showed values for the viscosity coefficient of glycerin
compatible with the expected, for the temperature range worked. This method might be applied to Reynolds
number of order of ten of the sphere’s motion, relaxing the restriction of working with Reynolds numbers inferior
to 0.5 for the determination of the viscosity through the Stokes’ method.
Keywords: Drag force, viscosity, Reynolds number.
1. Introduc¸a˜o
A viscosidade esta´ associada a uma espe´cie de atrito
interno que causa fricc¸a˜o entre as camadas do fluido que
se movimentam com velocidades diferentes e e´ explicada,
ao n´ıvel microsco´pico, como devendo-se a` transfereˆncia
de momento linear entre as part´ıculas que compo˜em o
fluido. Tecnicamente ela e´ caracterizada pelo coeficiente
de viscosidade dinaˆmico, η, definido como a raza˜o entre
a forc¸a de cisalhamento, por unidade de a´rea, a` qual o
fluido e´ submetido, e o gradiente de velocidade perpen-
dicular a essa forc¸a, que dela decorre. A determinac¸a˜o
∗Enderec¸o de correspondeˆncia: vertlar25@gmail.com.
do coeficiente de viscosidade de fluidos tem enorme im-
portaˆncia nas mais diversas a´reas, desde a engenharia,
caracterizando fluidos lubrificantes de ma´quinas, dentre
muitos exemplos, ate´ a medicina, relacionando-se a` se-
crec¸a˜o de muco do organismo, a` circulac¸a˜o sangu´ınea, a`
distribuic¸a˜o de part´ıculas de fa´rmacos por meio desta,
etc.
Uma pra´tica de laborato´rio muito comum nas discipli-
nas de F´ısica Geral de cursos universita´rios consiste na
determinac¸a˜o da viscosidade da glicerina deixando cair
esferas de ferro ou ac¸o dentro de um recipiente cil´ındrico
contendo esse fluido e medindo as suas velocidades termi-
nais, que ocorrem quando os seus pesos sa˜o equilibrados
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pelo empuxo e pela forc¸a de arrasto do fluido. Usual-
mente emprega-se para essa forc¸a de arrasto a expressa˜o
obtida por George Gabriel Stokes em 1851 [1], em que
a forc¸a viscosa e´ proporcional a` primeira poteˆncia da
velocidade. Escolhe-se trabalhar com glicerina pelo fato
dessa forc¸a viscosa, em temperaturas ambiente normais,
ser o termo dominante na forc¸a de arrasto, cuja expressa˜o
e´ corrigida por termos que envolvem poteˆncias superiores
da velocidade, e pela sua transpareˆncia, que facilita a
determinac¸a˜o da velocidade das esferas atrave´s de senso-
res o´ticos. A opc¸a˜o pelo uso de esferas de ferro ou ac¸o
permite que as mesmas sejam resgatadas do fundo da
coluna de fluido com o aux´ılio de um magneto.
Os estudantes se surpreendem que o ca´lculo do coe-
ficiente de viscosidade fornece valores dependentes do
tamanho das esferas usadas, o que na˜o e´ razoa´vel, uma
vez que as esferas sa˜o empregadas apenas como sondas,
enquanto a viscosidade e´ uma propriedade do fluido. Esse
me´todo para a obtenc¸a˜o do coeficiente de viscosidade foi
analisado por Sandoval, Caram e Salinas [2], doravante
SCS, que incorporaram a influeˆncia do diaˆmetro da co-
luna sobre o movimento das esferas e corroboraram a
adverteˆncia de que a expressa˜o da forc¸a de Stokes so-
mente e´ adequada a`s esferas muito pequenas, de menor
velocidade terminal, cujo movimento no fluido e´ tecnica-
mente caracterizado por nu´meros de Reynolds, definidos
adiante, inferiores a 0,5 [3]. Soares et al. [4] tambe´m
usaram a forc¸a de Stokes no estudo da queda de esferas
em um meio viscoso para baixos nu´meros de Reynolds,
mas propuseram que a` massa da esfera fosse adicionada
a massa do fluido por ela arrastada. Essa massa de fluido
arrastada e´ dif´ıcil de ser quantificada em virtude da va-
riac¸a˜o da velocidade do fluido em torno da esfera e, enta˜o,
serviu de paraˆmetro de ajuste aos dados experimentais
da equac¸a˜o de posic¸a˜o da esfera em func¸a˜o do tempo
decorrente do modelo, permitindo a determinac¸a˜o da
viscosidade.
Propomos aqui um procedimento para a determinac¸a˜o
do coeficiente de viscosidade por meio da medic¸a˜o da
velocidade terminal que relaxa essa restric¸a˜o aos nu´meros
de Reynolds, ao acrescentar um termo de dependeˆncia
quadra´tica da velocidade na forc¸a de arrasto, admitindo
uma correc¸a˜o na formulac¸a˜o de Carl Wilhelm Oseen,
de 1910 [5]. Com isso na˜o ocorre alterac¸a˜o na parte
experimental, mas apenas o acre´scimo de um simples
procedimento no tratamento dos dados coletados. Na
perspectiva do ensino de F´ısica Geral, isso e´ positivo,
pois permite uma discussa˜o de forc¸as de arrasto com
dependeˆncia quadra´tica da velocidade, que sa˜o menciona-
das nos tradicionais manuais de F´ısica ba´sica [6] e textos
de Mecaˆnica de n´ıvel intermedia´rio [7, 8] que, pore´m, de-
senvolvem a ana´lise do movimento do objeto separando
os casos da forc¸a com dependeˆncia linear ou quadra´tica,
enquanto apontamos para uma situac¸a˜o que necessita
usar conjuntamente as duas formas de dependeˆncia. A
tendeˆncia de tratar separadamente os casos reflete-se,
inclusive, nos experimentos que sa˜o propostos para o la-
borato´rio dida´tico com o objetivo de distinguir as forc¸as
de arrasto pela dependeˆncia linear ou quadra´tica da ve-
locidade. Takahashi e Thompson [9] propo˜em analisar
o dimensionamento da massa efetiva (associada a` com-
binac¸a˜o do empuxo com o peso) de um bala˜o de ar em
queda em relac¸a˜o a` sua velocidade terminal para concluir
pela atuac¸a˜o de uma forc¸a de arrasto quadra´tica na velo-
cidade. De forma semelhante, Owen e Ryu [10] sugerem
examinar o dimensionamento da velocidade terminal com
o raio das esferas para constatar que a forc¸a de arrasto
e´ linear na velocidade para esferas meta´licas em queda
dentro da glicerina, com nu´meros de Reynolds muito in-
feriores a` unidade, enquanto e´ quadra´tica na velocidade
quando essas esferas caem dentro d’a´gua, com nu´meros
de Reynolds superiores a 103. Assim, a nossa proposta se
apresenta na˜o no sentido de distinguir os termos de forc¸a
com diferentes dependeˆncias da velocidade, mas de utiliza´-
los conjuntamente. E´ importante salientar que, apesar
da aparente simplicidade na descric¸a˜o fenomenolo´gica
da forc¸a de arrasto sobre uma esfera, mesmo incorpo-
rando va´rias formas de dependeˆncia da velocidade, a sua
fundamentac¸a˜o em princ´ıpios ba´sicos da hidrodinaˆmica
e´ bastante complexa e objeto de muita confusa˜o, cuja
histo´ria se estende por um longo per´ıodo de discrepaˆncias
entre os resultados teo´ricos, anal´ıticos ou nume´ricos, e
os dados experimentais [11, 12]. Ale´m disso, evitamos a
complicac¸a˜o que seria acrescentada caso a esfera apre-
sentasse movimento de rotac¸a˜o. Quando a esfera gira em
um meio viscoso, ela arrasta a camada de fluido pro´xima
a` sua superf´ıcie, alterando o campo de velocidades que
teria a` sua volta na auseˆncia de rotac¸a˜o, e fazendo nela
atuar uma forc¸a adicional, predominantemente lateral,
como resultado da alterac¸a˜o da distribuic¸a˜o da pressa˜o
sobre a sua superf´ıcie, devida ao Princ´ıpio de Bernoulli,
e do impulso proveniente de uma complexa modificac¸a˜o
das velocidades na esteira do fluido posterior a` esfera [13,
14]. A ac¸a˜o dessa forc¸a adicional sobre a translac¸a˜o da
esfera e´ conhecido como “efeito Magnus” e, na pra´tica, e´
bem conhecido por jogadores de teˆnis, na execuc¸a˜o dos
efeitos de “top-spin” ou “underspin”, e dos jogadores de
futebol, que fazem a bola descrever curvas em trajeto´rias
quase imprevis´ıveis [15].
Na sec¸a˜o seguinte apresentamos o formalismo que fun-
damenta a nossa proposta. Na sec¸a˜o 3 apresentamos
a implementac¸a˜o da nossa proposta no tratamento de
dados de velocidade terminal por no´s coletados, assim
como dos dados obtidos por SCS. Na sec¸a˜o 4 analisamos
os resultados e apresentamos as considerac¸o˜es finais na
sec¸a˜o 5. No apeˆndice abordamos a velocidade terminal e
a distaˆncia a partir da qual ela e´ atingida pelas esferas.
2. Nu´mero de Reynolds, forc¸a e
coeficiente de arrasto
O comportamento do campo de velocidade ~v(~r) e da
pressa˜o P (~r) em um escoamento de fluido caracterizado
pela densidade ρ e coeficiente de viscosidade dinaˆmico η,
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e´ governado pela equac¸a˜o de Navier-Stokes [1], que para
um fluido incompress´ıvel e´ expressa por
∂~v
∂t
+ (~v · ~∇)~v = −1
ρ
~∇P + η
ρ
∇2~v (1)
Observa-se nessa equac¸a˜o que para a evoluc¸a˜o da velo-
cidade de um elemento do fluido existe a concorreˆncia,
causando efeitos opostos, entre o segundo termo do lado
direito, chamado de acelerac¸a˜o convectiva, que faz a velo-
cidade do elemento variar pela pro´pria variac¸a˜o no campo
de velocidade e que torna a equac¸a˜o na˜o linear, e o u´ltimo
termo, em que a viscosidade age no sentido de atenuar as
diferenc¸as nas velocidades. Admitindo-se que sobre um
comprimento caracter´ıstico λ ocorre uma variac¸a˜o na ve-
locidade da ordem de v, o termo de acelerac¸a˜o convectiva
pode ser estimado como v2/λ, enquanto a estimativa do
termo viscoso fica (η/ρ)v/λ2. A raza˜o entre essas esti-
mativas resulta em um nu´mero adimensional, chamado
de nu´mero de Reynolds, R = ρvλ/η. Logo, pequenos
valores de R favorecem a atenuac¸a˜o viscosa da diferenc¸a
de velocidades, enquanto grandes valores de R favorecem
a acelerac¸a˜o convectiva, tendendo a amplificar diferenc¸as
de velocidades e ate´ mesmo gerar turbuleˆncia. Para carac-
terizar o movimento de uma esfera de diaˆmetro d dentro
de um fluido, costuma-se fazer λ = d e usar o “nu´mero
de Reynolds baseado no diaˆmetro”, Rd = ρvd/η. Se λ
e´ tomado pelo raio r da esfera, tem-se o “nu´mero de
Reynolds baseado no raio”, Rr = ρvr/η. Obviamente a
relac¸a˜o entre esses nu´meros e´ Rd = 2Rr.
Quando um objeto se desloca dentro de um fluido, a
forc¸a de resisteˆncia do fluido a` sua passagem, chamada
de forc¸a de arrasto, se deve a` variac¸a˜o da pressa˜o e a` ac¸a˜o
da fricc¸a˜o viscosa sobre a sua superf´ıcie. Observando que
para nu´meros de Reynolds muito pequenos o termo de
acelerac¸a˜o convectiva e´ muito menor que o termo viscoso,
Stokes descartou o primeiro da equac¸a˜o (1) e, com essa
simplificac¸a˜o, que elimina a sua na˜o linearidade, calculou
os campos de velocidade e pressa˜o de escoamento de um
fluido em torno de uma esfera que se move com velocidade
v em relac¸a˜o a`s partes distantes do fluido. Conhecido o
campo de velocidade, ele poˆde calcular o efeito da fricc¸a˜o
viscosa sobre a superf´ıcie da esfera que, juntamente com
a ac¸a˜o da variac¸a˜o no campo de pressa˜o, resultaram na
expressa˜o
FStokes = 6 pi η r v (2)
A 2ª lei de Newton aplicada a uma esfera de raio r
e densidade ρesf , em queda dentro de uma coluna de
fluido de densidade ρ e movendo-se com velocidade v sob
ac¸a˜o do campo gravitacional g, do empuxo e da forc¸a de
arrasto, de mo´dulo F , pode ser expressa como
ρesf
4
3pi r
3 dv
dt
= (ρesf − ρ) 43pi r
3 g − F . (3)
Considerando que quando a esfera atinge a velocidade
terminal vt a sua acelerac¸a˜o se anula e usando a forc¸a
de arrasto de Stokes, dada pela expressa˜o (2), obtemos a
seguinte expressa˜o para o coeficiente de viscosidade,
η = 29
(ρesf − ρ) r2 g
vt
, (4)
que, em uma primeira impressa˜o, deveria permitir de
forma simples a determinac¸a˜o da viscosidade do fluido
atrave´s da medic¸a˜o da velocidade terminal da esfera.
No entanto, SCS examinaram o que eles chamam de
“enganosa simplicidade” desse me´todo, coletando dados
de velocidade terminal por meio de filmagem de esferas
de ac¸o em queda dentro de tubos cil´ındricos de diversos
diaˆmetros, contendo glicerina, e conclu´ıram que o me´todo
e´ va´lido apenas para nu´meros de Reynolds Rd<0,5, con-
cordando com Liao [3], ainda assim desde que se fac¸a
uma correc¸a˜o na velocidade devido ao efeito do diaˆmetro
finito do tubo. A proximidade da esfera com a parede
do tubo aumenta o gradiente de velocidade no fluido em
torno da esfera, aumentando, consequentemente, a forc¸a
viscosa e tornando necessa´rio corrigir a sua expressa˜o,
dada pela equac¸a˜o (2), por um fator adimensional λ1,
chamado fator de Ladenburg [16], que depende da relac¸a˜o
entre os diaˆmetros da esfera e do tubo, ficando
F1 = 6 pi η r λ1 v . (5)
Consequentemente, usando-se a velocidade terminal me-
dida da esfera dentro do tubo, a expressa˜o que se deve
empregar para o coeficiente de viscosidade passa a ser
η = 29
(ρesf − ρ) r2 g
λ1 vt
. (6)
SCS argumentam que quando se obedece a relac¸a˜o entre
o diaˆmetro d da esfera e o diaˆmetro interno D do tubo,
d/D <0,2 , juntamente com a condic¸a˜o d <<H , onde
H e´ a altura da coluna de l´ıquido, um fator de correc¸a˜o
λ1 = 1 + 2.1
d
D
(7)
leva a bons resultados. Essa correc¸a˜o pode ser associada
a` velocidade, significando vcorr = λ1 v a velocidade que
a esfera teria se o diaˆmetro do tubo fosse infinito.
Trazendo de volta o termo de acelerac¸a˜o convectiva,
omitido por Stokes, e descrevendo a variac¸a˜o da veloci-
dade do escoamento do fluido em torno da esfera como
uma perturbac¸a˜o, em 1910 Oseen obteve uma melhor
aproximac¸a˜o para a forc¸a de arraste, acrescentando a`
forc¸a de Stokes o termo
FOseen =
3
8 Rr × FStokes =
9
4 pi r
2 ρ v2 . (8)
Posteriormente, a soluc¸a˜o de Oseen foi refinada por
Proudman e Pearson [17], que acrescentaram a`s duas
forc¸as anteriores o termo
FPP = FStokes × 940 R
2
r ln Rr. (9)
A verificac¸a˜o da validade das expresso˜es acima para a
forc¸a de arrasto pode ser feita confrontando o coeficiente
DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2017-0041 Revista Brasileira de Ensino de F´ısica, vol. 39, nº 4, e4304, 2017
e4304-4 Determinac¸a˜o da viscosidade por meio da velocidade terminal
de arrasto, CD, com os dados experimentais. Para um
objeto de sec¸a˜o transversal circular ma´xima de raio r, que
se move com a velocidade v em um fluido de densidade
ρ, sofrendo ac¸a˜o da forc¸a de arrasto F , esse coeficiente
adimensional e´ definido por
CD =
F
1
2 ρ v
2 pi r2
. (10)
O coeficiente de arrasto exibe dependeˆncia apenas em
relac¸a˜o a` forma geome´trica do objeto e ao nu´mero de
Reynolds associado ao seu movimento, ficando indepen-
dente da substaˆncia usada como fluido. Tomando por
forc¸a de arrasto a forc¸a de Stokes acrescida das correc¸o˜es
de Oseen e Proudman e Pearson, para uma esfera de
diaˆmetro d e´ previsto um coeficiente de arrasto como
func¸a˜o do nu´mero de Reynolds baseado no diaˆmetro, Rd,
dado por
CD =
24
Rd
+ 92 +
27
20 R
2
d ln
(
Rd
2
)
, (11)
em que o primeiro termo corresponde a` forc¸a de Stokes e
os termos seguintes tem correspondeˆncia com a sequeˆncia
dos termos que lhe sa˜o adicionados.
Podera´ ser visto adiante, que o coeficiente de arrasto
obtido da correc¸a˜o de Oseen, usando os dois primeiros ter-
mos no lado direito da equac¸a˜o (11), se afasta dos dados
experimentais a partir de, aproximadamente, Rd = 3. No
entanto, a inclusa˜o do termo de Proudman e Pearson [17],
considerando os treˆs termos na equac¸a˜o (11), leva a uma
discordaˆncia ainda maior com os dados experimentais a
partir de Rd = 3 [3]. A dificuldade para se obter uma
expressa˜o adequada da forc¸a de arrasto para nu´meros de
Reynolds na˜o nulos, que possa ser fundamentada pela
equac¸a˜o de Navier-Stokes, e´ descrita por Veysey II e
Goldenfeld [12]. A causa fundamental dessa dificuldade
e´ que, em raza˜o da geometria esfe´rica envolvida, para
qualquer nu´mero de Reynolds na˜o nulo, a raza˜o entre a
acelerac¸a˜o convectiva e o termo viscoso da equac¸a˜o (1)
diverge a` medida que se afasta da esfera, inviabilizando o
uso de me´todos da teoria da perturbac¸a˜o e necessitando
fazer uso de te´cnicas de renormalizac¸a˜o. Esses autores
fazem, inclusive, uma analogia do desenvolvimento do
tratamento desse problema, partindo da forc¸a de Stokes,
com a evoluc¸a˜o da explicac¸a˜o para a crescente resoluc¸a˜o
das linhas espectrais do hidrogeˆnio, que levou a` teoria
da Eletrodinaˆmica Quaˆntica.
Assim, mesmo para nu´meros de Reynolds da ordem de
grandeza da unidade, opta-se por trabalhar com relac¸o˜es
emp´ıricas que relacionam o coeficiente de arrasto ao
nu´mero de Reynolds, muitas delas analisadas por Mikhai-
lov e Silva Freire [18] na confrontac¸a˜o com os dados
experimentais. Esses autores propo˜em a seguinte relac¸a˜o
emp´ırica para o coeficiente de arrasto,
CD =
777((669806/875) + (114976/1155)Rd + (707/1380)R2d)
646Rd((32869/952) + (924/643)Rd + (1/385718)R2d)
,
(12)
que mostra-se adequada desde nu´meros de Reynolds
muito baixos ate´ Rd ∼ 105. O coeficiente de arrasto e´
praticamente constante no intervalo 103 <Rd <105 [8,
18], indicando que a forc¸a de arrasto, nessa faixa, se
reduz a uma dependeˆncia quadra´tica na velocidade. No
entanto, a forc¸a de arrasto assim simplificada na˜o pode
ser usada na determinac¸a˜o do coeficiente de viscosidade
pela velocidade terminal, pois o termo de Stokes, que
o conte´m, torna-se desprez´ıvel. Uma outra forma de se
perceber a dificuldade da determinac¸a˜o do coeficiente
de viscosidade pela velocidade terminal nessa faixa e´
pela auseˆncia de uma correspondeˆncia biun´ıvoca entre o
coeficiente de arrasto e o nu´mero de Reynolds, que faz
com que para uma mesma velocidade terminal de uma
esfera seja admitida uma extensa faixa de valores de η.
Tendo em vista que e´ usual empregar relac¸o˜es emp´ıricas
para o coeficiente de arrasto, que permite calcular a
forc¸a de arrasto, propomos uma expressa˜o para a u´ltima
que incorpora, ale´m do fator emp´ırico de Ladenburg,
λ1, um segundo fator adimensional, λ2, a ser obtido
empiricamente e que corrige o termo adicional de forc¸a
de Oseen, ficando a forc¸a de arrasto sobre a esfera dada
por
F = λ1 FStokes + λ2 FOseen
= λ1 3pi d η v + λ2 916 pi d2 ρ v2
(13)
Essa expressa˜o permite relaxar a restric¸a˜o anteriormente
mencionada de se trabalhar apenas com Rd <0,5 , quando
se usa apenas o termo de Stokes, e veremos adiante
que ela e´ capaz, com o valor adequado para o fator
λ2, descrever satisfatoriamente a forc¸a de arrasto ate´
aproximadamente Rd = 30. Essa u´ltima expressa˜o para
a forc¸a de arrasto implica em um coeficiente de arrasto
CD = λ1
24
Rd
+ λ2
9
2 . (14)
No caso da esfera movendo-se com velocidade terminal,
a equac¸a˜o (3) fornece, juntamente com a equac¸a˜o (13),
um coeficiente de viscosidade
η = (ρesfera − ρ)d
2g
18λ1vt
− λ2
λ1
3
16ρ vt d, (15)
onde observamos que o primeiro termo do lado direito e´
justamente a viscosidade que seria obtida pelo me´todo
que usa apenas a forc¸a de Stokes, dada pela equac¸a˜o
(6). Chamaremos esse termo de ηStokes e, permutando os
termos na equac¸a˜o acima, tem-se
ηStokes = η +
λ2
λ1
3
16ρ vt d. (16)
Assim, propomos que ao tradicional procedimento de
se calcular ηStokes para esferas de diferentes diaˆmetros
por meio da velocidade terminal medida, seja acrescida
a construc¸a˜o de um diagrama do paraˆmetro ηStokes em
func¸a˜o do produto vtd. Admitindo que em uma primeira
aproximac¸a˜o a raza˜o λ2/λ1 seja constante, a equac¸a˜o (16)
passa a ser representada por uma reta nesse diagrama,
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e o coeficiente de viscosidade procurado fica sendo, sim-
plesmente, o coeficiente linear dessa reta. Se o objetivo e´
apenas determinar o coeficiente de viscosidade η, na˜o e´
necessa´rio se preocupar com a inclinac¸a˜o da reta, rela-
cionada a` raza˜o λ2/λ1. Sendo vtd = ηRd/ρ, veˆ-se pela
equac¸a˜o (16) que o coeficiente de viscosidade η converge
para ηStokes quando Rd →0, como e´ esperado. Enquanto
o coeficiente de viscosidade η e´ constante, caracterizando
o fluido, o paraˆmetro ηStokes aparece como uma func¸a˜o
do nu´mero de Reynolds, ou do produto vtd, em virtude
da forc¸a de Stokes, quando considerada sozinha, na˜o
ser suficiente para descrever a forc¸a de arrasto para Rd
>0. A expansa˜o em se´rie de Taylor do paraˆmetro ηStokes,
considerado como uma func¸a˜o do nu´mero de Reynolds
fornece
ηStokes = ηStokes|Rd=0 + dηStokesdRd
∣∣∣
Rd=0
Rd + ...
= η + dηStokesdRd
∣∣∣
Rd=0
Rd + ...
,
(17)
e a comparac¸a˜o com a equac¸a˜o (16) justifica o fato de se
poder considerar, em uma primeira aproximac¸a˜o, a raza˜o
λ2/λ1 como constante, independentemente da sua forma
precisa. Em outras palavras, a equac¸a˜o (16), com a raza˜o
λ2/λ1 considerada constante, e´ a reta tangente a` curva
que representa a func¸a˜o ηStokes(vtd), quando vtd → 0.
Obviamente poder´ıamos procurar por uma func¸a˜o que
melhor representasse ηStokes(vtd) e, para obter η, avaliar
o seu valor em vtd = 0, mas o ajuste linear a ser feito
aos dados experimentais e´ a opc¸a˜o mais simples.
3. Realizac¸a˜o experimental e obtenc¸a˜o
do coeficiente de viscosidade
Foram usadas cinco pequenas esferas de ac¸o, de densidade
ρesfera = 7,808 g/cm3 ±0,05% e diaˆmetros listados na
Tabela 1, para a obtenc¸a˜o do coeficiente de viscosidade da
glicerina por meio da velocidade terminal de suas quedas
dentro de tubos cil´ındricos, de treˆs diferentes diaˆmetros,
contendo o fluido.
O primeiro tubo, de diaˆmetro interno D = (31,04
±0,03) mm, possu´ıa cinco sensores o´ticos acoplados a
um cronoˆmetro digital, de forma a permitir a leitura
de quatro intervalos de tempo na passagem da esfera
por cada par de sensores, como mostra a Figura 1. Este
equipamento destina-se especialmente para a execuc¸a˜o
desse experimento em um laborato´rio dida´tico [19]. O
Figura 1: Tubo com glicerina, contendo cinco sensores o´ticos
acoplados ao cronoˆmetro digital, de forma a registrar quatro
intervalos de tempo de passagem das esferas em queda dentro
dele.
primeiro sensor foi posicionado a 13,0 cm de profundidade
e a distaˆncia entre os pares de sensores foi de L = (12,0
±0,1) cm. Em acordo com os ca´lculos apresentados no
Apeˆndice, a distaˆncia de 13,0 cm deve ser mais que
suficiente para as esferas atingirem a velocidade terminal.
Cada esfera percorreu o tubo cinco vezes, sendo que as
duas esferas menores foram introduzidas usando-se um
tubo direcionador, fazendo com que as mesmas ca´ıssem de
uma altura de 8,0 cm antes de tocar o l´ıquido, enquanto
Tabela 1: Diaˆmetros internos dos tubos (D) contendo glicerina, das esferas de ac¸o usadas (d), e valores das velocidades terminais
(vt) e do paraˆmetro ηStokes obtidos do nosso experimento.
D (mm) 31,04 ±0,03 35,03 ±0,03 59,02 ±0,03
d (mm) vt (cm/s) ηStokes (P) vt (cm/s) ηStokes (P) vt (cm/s) ηStokes (P)
2,998 ±0,005 2,83 ±0,04 9,4 ±0,2 2,75 ±0,05 9,9 ±0,2 3,09 ±0,06 9,4 ±0,2
5,543 ±0,005 7,43 ±0,07 10,7 ±0,1 7,94 ±0,08 10,3 ±0,1 9,38 ±0,09 9,7 ±0,1
7,997 ±0,005 12,1 ±0,1 12,2 ±0,1 13,4 ±0,1 11,5 ±0,2 17,0 ±0,2 10,4 ±0,1
9,996 ±0,005 15,4 ±0,2 13,8 ±0,2 17,4 ±0,2 12,8 ±0,2 23,6 ±0,2 11,1 ±0,1
12,687 ±0,005 17,5 ±0,2 17,6 ±0,2 20,8 ±0,2 15,6 ±0,2 32,1 ±0,4 12,3 ±0,2
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as treˆs demais esferas foram abandonadas em repouso
no centro da superf´ıcie do l´ıquido, com o aux´ılio de uma
pinc¸a. Devido a` dificuldade de alinhamento dos sensores
com a trajeto´ria da menor esfera, para a determinac¸a˜o
da sua velocidade terminal foram usados apenas os dois
primeiros intervalos de tempo entre pares de sensores, que
ja´ indicavam uma velocidade constante. Para as demais
esferas, as diferenc¸as observadas entre os valores me´dios
dos dois primeiros intervalos de tempo, inferiores a 5%,
mas superiores a` incerteza que e´ devida ao desvio padra˜o
da me´dia, inferior a 1%, fizeram com que fossem usados
os terceiro e quarto intervalos de tempo na determinac¸a˜o
da velocidade terminal.
O segundo tubo consistiu de uma proveta de 250 ml de
volume e diaˆmetro interno D = (35,03 ±0,03) mm, para
a qual foi improvisada a colocac¸a˜o de um par de sensores
o´ticos acoplados ao cronoˆmetro digital, separados por
uma distaˆncia L = (15,0 ±0,1) cm, sendo que o primeiro
sensor foi posicionado a 13,0 cm de profundidade. Cada
esfera foi abandonada cinco vezes no centro da superf´ıcie
do l´ıquido, com o aux´ılio de uma pinc¸a.
O terceiro tubo consistiu de uma proveta de 1000 ml
de volume e diaˆmetro interno D = (59,02 ±0,03) mm
e a cronometragem foi manual, devido a` dificuldade de
acoplamento dos sensores. A cronometragem iniciava-se
na marca colocada a 17,0 cm de profundidade e terminava
na marca distante de L = (15,0 ±0,1) cm abaixo da
primeira. Cada esfera tambe´m foi abandonada cinco vezes
no centro da superf´ıcie do l´ıquido, com o aux´ılio de uma
pinc¸a.
Como a viscosidade depende fortemente da tempera-
tura, a mesma foi monitorada, situando-se entre 23,0 ◦C
e 24,0 ◦C durante a realizac¸a˜o de todo o experimento.
As velocidades terminais obtidas para cada esfera, em
cada um dos tubos, sa˜o apresentadas na Tabela 1, junta-
mente com os paraˆmetros ηStokes calculados atrave´s da
equac¸a˜o (6). Para esse ca´lculo sa˜o necessa´rios tambe´m
os valores da densidade da glicerina e da acelerac¸a˜o da
gravidade local. Foi considerada a densidade da glicerina
pura a` temperatura de 25◦C, com a incerteza estimada
permitindo-se uma variac¸a˜o de ± 5◦C na temperatura
[20] ρ = 1,258 g/cm3 ± 0,5%. Quanto a` acelerac¸a˜o da
gravidade no local das medic¸o˜es, realizadas no campus do
bairro Corac¸a˜o Eucar´ıstico da PUC-Minas, em Belo Ho-
rizonte, foi considerado o valor g = 978,4 cm/s2 ± 0,05%,
inferido de medic¸o˜es efetuadas na regia˜o da Pampulha
dessa cidade [21].
Como o interesse maior esta´ na metodologia de trata-
mento dos dados, na aplicac¸a˜o da equac¸a˜o (16) para a
obtenc¸a˜o do coeficiente de viscosidade, os dados obtidos
por SCS tambe´m foram usados, estando compilados na
Tabela 2. Os diaˆmetros das esferas e dos tubos e as velo-
cidades medidas (na˜o corrigidas pelo fator de Ladenburg)
foram obtidos da Tabela 4 de SCS, enquanto os valores
para ηStokes, com a correc¸a˜o de Ladenburg inclu´ıda, sa˜o
obtidos da Tabela 5 desses autores. Eles trabalharam no
intervalo de temperatura de 23,5 ◦C a 24,2 ◦C.
Com o intuito de selecionar dados adequados ao ajuste
linear da equac¸a˜o (16), eles foram apresentados conjun-
tamente em um diagrama de ηStokes vs. vtd na Figura 2.
Pode-se observar que, nos dados de SCS apenas o tubo
de 40,92 mm exibe o mı´nimo de 3 pontos aceita´veis para
um ajuste linear.
Na Figura 3 sa˜o apresentados diagramas de ηStokes vs.
vtd separadamente para cada tubo, juntamente com a
reta que representa o ajuste linear aos dados. Como, em
acordo com o exposto ao final da sec¸a˜o anterior, basta
procurar pela reta tangente a` curva que representa a
func¸a˜o ηStokes(vtd) quando vtd→ 0. Desse modo, foram
exclu´ıdos do ajuste os dados de maior valor do produto
Figura 2: Apresentac¸a˜o conjunta dos dados das tabelas 1 e 2
em um diagrama de ηStokes vs. vtd. Os s´ımbolos cheios repre-
sentam os dados por no´s obtidos, da Tabela 1, referindo-se o
quadrado, o c´ırculo e o triaˆngulo, respectivamente, aos tubos de
diaˆmetro interno 31,04 mm, 35,03 mm e 59,02 mm. Os s´ımbolos
vazios representam os dados de SCS da Tabela 2, referindo-se o
quadrado, c´ırculo, triaˆngulo e diamante, respectivamente, aos
tubos de diaˆmetro interno 21,60 mm, 26,29 mm, 35,5 mm e
40,92 mm.
Tabela 2: Diaˆmetros internos dos tubos contendo glicerina, das esferas de ac¸o usadas, e valores das velocidades terminais e do
paraˆmetro ηStokes obtidos por SCS.
D (mm) 21,60 ±0,09 26,29 ±0,04 35,5 ±0,2 40,92 ±0,02
d (mm) vt (cm/s) ηStokes (P) vt (cm/s) ηStokes (P) vt (cm/s) ηStokes (P) vt (cm/s) ηStokes (P)
3,926±0,004 4,50 ±0,06 8,8 ±0,3 5,24 ±0,06 8,0 ±0,2 5,01 ±0,04 8,9 ±0,2 5,33 ±0,06 8,6 ±0,2
9,998 ±0,001 10,0 ±0,1 18 ±1 15,3 ±0,1 13,0 ±0,4 19,9 ±0,3 11,3 ±0,4 22,4 ±0,3 10,5 ±0,3
15,070 ±0,002 4,89 ±0,06 67 ±3 13,0 ±0,3 28 ±1 25,9 ±0,5 17 ±1 32,8 ±0,5 14 ±1
20,636 ±0,002 - - - - - - 28,0 ±0,4 26 ±1
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Figura 3: Separac¸a˜o por tubo dos diagramas de ηStokes vs. vtd, onde os dados obtidos do nosso experimento esta˜o nos gra´ficos (a),
(b) e (c), enquanto os dados de SCS esta˜o no gra´fico (d). A linha representa a reta obtida do ajuste linear aos dados, sendo que nos
gra´ficos (a), (b) e (d) foram exclu´ıdos do ajuste os dados referentes a`s maiores esferas.
vtd que destoaram significativamente de um compor-
tamento linear, procedimento este que na˜o enviesa os
resultados de obtenc¸a˜o de η pelo coeficiente linear da reta.
Dentre os tubos usados por SCS, apenas foi contemplado
o de diaˆmetro interno de 40,92 mm, pois foi o u´nico que
apresentou o mı´nimo de treˆs pontos aceita´veis para um
ajuste linear. Os coeficientes de viscosidade obtidos, cor-
respondendo ao coeficiente linear das retas ajustadas, sa˜o
apresentados na Tabela 3, juntamente com a inclinac¸a˜o
das retas (A), a raza˜o λ2/λ1, obtida dessa inclinac¸a˜o, o
nu´mero de pontos usados no ajuste e o paraˆmetro de cor-
relac¸a˜o linear, que quantifica a qualidade do ajuste. De
acordo com a equac¸a˜o (16),a inclinac¸a˜o das retas esta´ re-
lacionada a` raza˜o λ2/λ1 atrave´s de A = (λ2/λ1)3ρ/16. E´
interessante observar que, para o tubo de maior diaˆmetro
(D = 59,02 mm), os dados de todas as cinco esferas
usadas exibem compatibilidade com uma relac¸a˜o linear.
4. Ana´lise dos resultados
Como a viscosidade de um fluido e´ fortemente dependente
da temperatura, e´ importante considerar o intervalo de
temperatura em que se operou. No nosso caso, a tempe-
ratura da glicerina variou de 23,0 a 24,0 ◦C durante a
realizac¸a˜o do experimento, enquanto SCS reportam um
intervalo de 23,5 a 24,2 ◦C.
Para se ter a refereˆncia de viscosidade como func¸a˜o
da temperatura baseada na literatura, usamos a relac¸a˜o
entre a viscosidade e a temperatura absoluta proposta
por Chen e Pearlstein [22],
η = η0 exp
(
A
T 3
+BT + C
T
)
, (18)
para a qual Trejo Gonza´lez et al. [23] obtiveram, do ajuste
aos dados experimentais da glicerina pura no intervalo
de temperatura absoluta de 193,15 a 433,15 K, os se-
guintes valores para os seus paraˆmetros: ln(η0 /mPa•s)
= 25,8709, A = 3,0942•108 K3 , B = -0,0327 K−1 , e
C = −6291, 03 K. Essa relac¸a˜o, quando aplicada aos
limites para os intervalos de temperatura acima mencio-
nados, fornece os valores para o coeficiente de viscosidade
apresentados na Tabela 4.
Verificamos que os valores obtidos sa˜o compat´ıveis com
o que se espera nos intervalos de temperatura em que
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Tabela 3: Coeficiente de viscosidade η da glicerina obtido nos diferentes tubos, de diaˆmetro interno D, contendo o fluido, juntamente
com a inclinac¸a˜o da reta tangente a` curva que representaria ηStokes(vtd) quando vtd→ 0, a raza˜o λ2/λ1, o nu´mero N de pontos
usados no ajuste linear e o paraˆmetro r de correlac¸a˜o linear do ajuste.
D (mm) η (P) A (g/cm3) λ2/λ1 N r
31,04 ±0,03 9,3 ±0,2 0,29 ±0,02 1,229 4 0,99559
35,03 ±0,03 9,58 ±0,08 0,182 ±0,007 0,772 4 0,99838
59,02 ±0,03 9,38 ±0,04 0,073 ±0,002 0,721 5 0,99897
40,92 ±0,02 8,4 ±0,2 0,10 ±0,01 0,309 3 0,99399
Tabela 4: Temperaturas referentes aos limites dos intervalos de
temperatura do nosso trabalho e de SCS, e respectivos coefici-
entes de viscosidade da glicerina.
T (◦C) η (P)
23,0 9,51
23,5 9,13
24,0 8,77
24,2 8,62
se operou. O valor para η que aparece na u´ltima linha
da Tabela 3, auferido dos dados de SCS, e´ ligeiramente
inferior aos que obtivemos e isso pode ser explicado
pelo fato do intervalo de temperatura deles possuir uma
temperatura me´dia (23,9 ◦C) um pouco superior a` nossa
(23,5 ◦C).
O exame dos gra´ficos da Figura 3 permite inferir o
limite da raza˜o entre o diaˆmetro da esfera e o diaˆmetro
interno do tubo com glicerina adequado para usar uma
relac¸a˜o linear entre o paraˆmetro ηStokes e o produto vtd,
associada a` constaˆncia da raza˜o λ2/λ1. O gra´fico (d),
obtido dos dados de SCS, mostra que os pontos exibem
linearidade ate´ o ponto correspondente a d/D = 0, 37,
mas no gra´fico (b) o ponto que destoa da reta corres-
ponde a d/D = 0, 36. No gra´fico (a) os pontos exibem
linearidade ate´ d/D = 0, 32. Isso permite afirmar que
a relac¸a˜o linear e´ adequada ate´ a raza˜o d/D de cerca
de 1/3. Excetuando-se o tubo de maior diaˆmetro (D =
40,92 mm), nenhum dos demais tubos de SCS possui
treˆs esferas com d/D <1/3, o que justifica a constatac¸a˜o
anterior de na˜o existirem para esses tubos o mı´nimo de
3 pontos adequados a um ajuste linear. Para o nosso
tubo de maior diaˆmetro (D = 59,02 mm), a maior esfera
tem d/D = 0, 21, fazendo com que todos os cinco pontos
apresentem pouca dispersa˜o em relac¸a˜o a` reta ajustada,
como pode ser visto no gra´fico (c) da Figura 3.
Para verificarmos a qualidade dos nossos dados experi-
mentais, e´ interessante a comparac¸a˜o do coeficiente de
arrasto deles obtido com o presente na literatura e que
pode ser descrito pela relac¸a˜o emp´ırica de Mikhailov e
Silva Freire [18], expressa pela equac¸a˜o (12).
Quando a esfera desce com velocidade terminal, a forc¸a
de arrasto que nela age equilibra a combinac¸a˜o do peso
com o empuxo, e a equac¸a˜o (10) fornece
CD =
4
3 (
ρesfera
ρ
− 1)gd
v2t
. (19)
A Figura 4 exibe a confrontac¸a˜o da curva que representa
a equac¸a˜o (12) com os valores para o coeficiente de ar-
rasto obtidos usando os dados de velocidade terminal
medida da Tabela 1 na equac¸a˜o acima, nos casos em
que a velocidade tanto e´ corrigida, multiplicando-a pelo
fator de Ladenburg λ1, descrito pela equac¸a˜o (7), como
quando na˜o sofre essa correc¸a˜o. O nu´mero de Reynolds
foi calculado tanto com a velocidade corrigida por λ1,
como sem correc¸a˜o, e usando-se a viscosidade de 9,13
P, correspondente ao valor me´dio da temperatura do
intervalo em que trabalhamos, de 23,5 ◦C. Podemos ob-
servar uma boa concordaˆncia dos pontos para os quais
as velocidades foram corrigidas por λ1 com a relac¸a˜o de
Mikhailov e Silva Freire, sendo que para o tubo de maior
diaˆmetro parece na˜o fazer grande diferenc¸a essa correc¸a˜o.
No entanto, veremos no Apeˆndice que, mesmo para esse
tubo, tal correc¸a˜o e´ necessa´ria para poder associar as
velocidades medidas a` velocidade que se teria no fluido
longe de qualquer parede ( D → ∞ ), enquanto para
os tubos de menor diaˆmetro essa correc¸a˜o e´ insuficiente
nesse sentido. Isso significa que, para os tubos de me-
nor diaˆmetro, apesar dos dados referentes a`s velocidades
corrigidas pelo fator de Ladenburg concordarem com a
curva de Mikhailov e Silva Freire, eles se localizam em
pontos diferentes daqueles calculados com as velocidades
terminais previstas para um meio infinito que se encon-
tram na Tabela A.1 do Apeˆndice, como mostra a Figura
4.
A Figura 5 apresenta os dados da raza˜o λ2/λ1 da
Tabela 3 em func¸a˜o do diaˆmetro interno do tubo, jun-
tamente com a curva que representa um decaimento
exponencial, resultante do ajuste aos dados,
λ2
λ1
= 0, 29 + 0, 94 exp
[− (D − 31)
5, 5mm
]
. (20)
Considerando que o valor assinto´tico, quando D → ∞,
do fator de Ladenburg e´ λ1 = 1, a equac¸a˜o acima implica
em um fator assinto´tico λ2 = 0,29. Substituindo esses
valores assinto´ticos nas equac¸o˜es (13) e (14), obte´m-se a
forc¸a de arrasto
F = 3pi d η v + 0, 16pi d2 ρ v2 (21)
e o seu respectivo coeficiente de arrasto
CD =
24
Rd
+ 1, 31 . (22)
Espera-se, enta˜o, que essas expresso˜es possam ser aplica-
das ao movimento de uma esfera dentro de um fluido na˜o
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Figura 4: Gra´ficos em escala logar´ıtmica (base 10) do coeficiente
de arraste vs. nu´mero de Reynolds (baseado no diaˆmetro das
esferas), obtidos das medic¸o˜es realizadas nos tubos de diaˆmetros
(a) 31,04 mm, (b) 35,03 mm e (c) 59,02 mm. Os quadrados
vazios referem-se aos dados calculados com a velocidade terminal
igual a` velocidade medida, enquanto para os quadrados cheios
usou-se como velocidade terminal a velocidade medida multi-
plicada pelo fator de Ladenburg e para os c´ırculos a velocidade
terminal e´ a prevista para um meio infinito. A linha cont´ınua
refere-se a` relac¸a˜o emp´ırica para o coeficiente de arraste de uma
esfera, obtida por Mikhailov e Silva Freire.
influenciado pelas paredes do recipiente que o conte´m. A
Figura 6 permite a comparac¸a˜o do coeficiente de arrasto
da u´ltima expressa˜o com os coeficientes oriundos da forc¸a
de Stokes e das correc¸o˜es de Oseen [5] e Proudman e Pe-
arson [17] e com a relac¸a˜o emp´ırica de Mikhailov e Silva
Freire [18], que representa os dados da literatura. Pode-
mos observar que o afastamento da relac¸a˜o de Mikhailov
Figura 5: Gra´fico da raza˜o λ2/λ1 como func¸a˜o do diaˆmetro
interno do tubo, onde os quadrados cheios referem-se aos dados
da Tabela 3 e a linha refere-se a` func¸a˜o exponencial ajustada.
Figura 6: Gra´fico em escala logar´ıtmica do coeficiente de ar-
rasto em func¸a˜o do nu´mero de Reynolds, onde as linhas cont´ınua
grossa, cont´ınua fina, tracejada, trac¸o-ponto e pontilhada re-
presentam, respectivamente, a relac¸a˜o emp´ırica de Mikhailov e
Silva Freire de ajuste aos dados experimentais da literatura, a
relac¸a˜o obtida da forc¸a de Stokes, a relac¸a˜o obtida de Oseen,
a relac¸a˜o de Oseen corrigida pelo valor assinto´tico do fator λ2
(0,29), dada pela equac¸a˜o (22), e a relac¸a˜o obtida de Proudman
e Pearson.
e Silva Freire ocorre aproximadamente a partir dos se-
guintes nu´meros de Reynolds: Rd ≈ 100,3 ≈ 2 para a
relac¸a˜o de Proudman e Pearson, Rd ≈ 100,5 ≈ 3 para a
relac¸a˜o de Oseen e Rd ≈ 101,5 ≈ 32 para a relac¸a˜o que
corrige o termo de Oseen pelo valor assinto´tico λ2 = 0, 29.
5. Considerac¸o˜es finais
No presente trabalho verificamos que a adic¸a˜o a` forc¸a
de Stokes de um termo com dependeˆncia quadra´tica da
velocidade, como o proposto por Oseen, permite relaxar
a restric¸a˜o de se trabalhar com nu´meros de Reynolds
Rd <0,5 na determinac¸a˜o da viscosidade de um fluido
pela medic¸a˜o da velocidade terminal de esferas em queda
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dentro dele, que deve ser observada quando se leva em
conta apenas a primeira.
Considerando que a esfera cai dentro de um tubo de
diaˆmetro finito, que afeta o seu movimento, assim como
a forc¸a de Stokes deve ser corrigida pelo fator de Laden-
burg λ1, propusemos a correc¸a˜o do termo de Oseen por
um fator λ2. Dessa forma, os diferentes valores para o
coeficiente de viscosidade que sa˜o encontrados quando
se usa apenas a forc¸a de Stokes, ηStokes, ao inve´s de se
tornarem um empecilho e serem descartados, podem ser
aproveitados na determinac¸a˜o do real coeficiente de vis-
cosidade do fluido. Admitindo, em primeira aproximac¸a˜o,
uma relac¸a˜o de proporcionalidade entre os fatores λ1 e
λ2, o coeficiente de viscosidade aparece simplesmente
como o coeficiente linear na relac¸a˜o linear entre ηStokes e
o produto da velocidade terminal com o diaˆmetro das
esferas, vtd, como mostra a equac¸a˜o (16), e na˜o depende
das especificidades de λ2. Assim, para a obtenc¸a˜o do
coeficiente de viscosidade basta construir um diagrama
de ηStokes vs. vtd e fazer um ajuste linear aos dados. Esse
procedimento apresenta semelhanc¸a com o tratamento
que Turian [24] fez no estudo de esferas em queda dentro
de fluidos na˜o-newtonianos, para os quais a viscosidade
depende da tensa˜o de cisalhamento a` qual sa˜o submeti-
dos. Esse autor acrescentou a` forc¸a de Oseen um termo
de forc¸a com dependeˆncia cu´bica na velocidade, dado por
c3piv3/d, sendo c e´ um paraˆmetro emp´ırico, constante
para cada l´ıquido, para obter
ηStokes − 316ρ vtd = η0 + c
v2t
d2
, (23)
onde η0 e´ o coeficiente de viscosidade do fluido sob tensa˜o
de cisalhamento nula, que se deseja obter, e a velocidade
terminal vt se refere a um meio infinito. Analogamente
ao que propomos para a obtenc¸a˜o do coeficiente de vis-
cosidade, η0 aparece como o coeficiente linear em um
diagrama de (ηStokes − 316ρ vtd)vs. (v
2
t
d2 ). Completando a
analogia, da mesma forma que no nosso caso o paraˆmetro
λ2 se relaciona ao coeficiente angular e na˜o afeta o co-
eficiente linear η no diagrama de ηStokes vs. vtd, aqui o
coeficiente c do termo de forc¸a cu´bica na velocidade e´ o
coeficiente angular no diagrama anterior e tambe´m na˜o
afeta o coeficiente linear η0. A diferenc¸a fundamental nas
duas abordagens e´ que enquanto Turian utiliza a forc¸a
de Oseen em sua formulac¸a˜o original, reservando para o
termo de forc¸a cu´bica na velocidade a correc¸a˜o por um
fator emp´ırico c, no´s ja´ corrigimos o termo quadra´tico
na velocidade de Oseen pelo fator emp´ırico λ2.
Aplicamos esse me´todo aos dados de velocidade ter-
minal de esferas de ac¸o em queda dentro de tubos de
treˆs diaˆmetros internos diferentes, assim como aos dados
referentes ao tubo de maior diaˆmetro usado por SCS, e
obtivemos valores para o coeficiente de viscosidade com-
pat´ıveis com os esperados no intervalo de temperatura
trabalhado. Constatamos que e´ observada linearidade
na relac¸a˜o entre ηStokes vs. vtd quando a raza˜o entre o
diaˆmetro das esferas e o diaˆmetro interno do tubo e´ d/D
<1/3. Enquanto o valor assinto´tico, para D →∞ de λ1
e´ 1, os dados indicaram um valor assinto´tico de λ2 igual
a 0,29. Usando-se esses valores assinto´ticos na expressa˜o
de forc¸a de arrasto proposta, chega-se a um coeficiente
de arrasto que se mostra compat´ıvel com os dados da
literatura ate´ aproximadamente Rd = 30 que, portanto,
sugere validar o uso dessa expressa˜o de forc¸a ate´ esse
limite para o nu´mero de Reynolds, apesar de termos
trabalhado no ma´ximo ate´ um pouco abaixo de Rd = 10.
Verificamos no Apeˆndice que a correc¸a˜o da velocidade
medida nos tubos pelo fator de Ladenburg, descrito pela
equac¸a˜o (7), para obter a velocidade que se teria em
um meio infinito, mostrou-se adequada apenas para d/D
<0,2. E´ conveniente esclarecer que os fatores λ1 e λ2 sa˜o
usados no nosso trabalho simplesmente com o propo´sito
de uma descric¸a˜o emp´ırica para a forc¸a de arrasto, e na˜o
com o objetivo de relacionar as velocidades das esferas
medidas dentro dos tubos com as velocidades que se teria
em um meio infinito. O u´ltimo objetivo e´ tema de Fidleris
e Whitmore [25], que concluem por restringir ainda mais
a adequac¸a˜o do fator de Ladenburg, na forma da equac¸a˜o
(7), para d/D <0,1. Se deseja´ssemos usar os fatores λ1
e λ2 para relacionar as velocidades, em seus respectivos
termos de forc¸a, a`s velocidades v∞ em um meio infinito,
dever´ıamos ter v
2
∞
v2 =
λ21
λ21∞
= λ2λ2∞ , onde λ1∞ = 1 e λ2∞ =
0, 29 sa˜o os valores assinto´ticos, para D →∞ , de λ1 e λ2.
Isso implicaria em λ2λ1 ∝ λ1, o que obviamente na˜o ocorre,
como se pode ver pela comparac¸a˜o das equac¸o˜es (20) e (7).
Assim, λ2 deve ser interpretado como um fator que na˜o
apenas incorpora o efeito da parede do recipiente sobre
o termo de forc¸a quadra´tico na velocidade, mas tambe´m
modifica a forc¸a de Oseen de modo a compatibiliza´-la
com os dados experimentais ate´ Rd ≈ 30, enquanto para
a expressa˜o original dessa forc¸a essa compatibilidade fica
limitada somente ate´ Rd ≈ 3, como pode ser visto na
Figura 6. Para o principal objetivo do presente trabalho,
que e´ a determinac¸a˜o do coeficiente de viscosidade, λ2
pode ser interpretado simplesmente como um paraˆmetro
auxiliar no procedimento de extrapolac¸a˜o do paraˆmetro
ηStokes para Rd = 0, quando η coincide com ηStokes.
Apesar da longa fundamentac¸a˜o desse trabalho e da
extensa ana´lise dos nossos dados experimentais, a reco-
mendac¸a˜o que passamos ao laborato´rio dida´tico e´ muito
simples, consistindo apenas de um procedimento adicio-
nal no tratamento dos dados de ηStokes que usualmente
ja´ sa˜o obtidos.
Os bons resultados obtidos com o nosso tubo de maior
diaˆmetro, mesmo fazendo uso de cronometragem manual
na determinac¸a˜o da velocidade terminal das esferas, su-
gerem que a sofisticac¸a˜o na sua medic¸a˜o e´ desnecessa´ria
a um laborato´rio dida´tico, e o que de fato deve ser prio-
rizado e´ o emprego de tubo com diaˆmetro interno maior
poss´ıvel, tal que para a maior esfera usada a raza˜o d/D
seja inferior a 0,2.
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